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Uniformite des points rationnels sur tous les corps quadratiques 

Dan Abramovich 

Resume. Nous precisons un resultat de L. Caporaso, J. Harris et B. Mazur: la conjecture de Lang 

entraine que le nombre des points rationnels d'une courbe de genre g > 1 est borne uniformement. 

Nous montrons que cette conjecture entraine que ce nombre est borne uniformement pour tous les 

,jj. ■ corps quadratiques. 

G\ _ 

. . Uniformity of rational points over all quadratic fields 



Q 



(N 
> 



^ [ Abstract. We refine a result of L. Caporaso, J. Harris and B. Mazur, who showed that Lang's 

conjecture implies that the number of rational points on a curve of genus g > 1 is uniformly bounded. 

^P ' We show that the conjecture implies that this number is bounded uniformly over all quadratic fields. 

Soit K un corps de nombres. Selon une conjecture bien connue de S. Lang (voir ||^, conjec- 
ture 5.7) Tensemble des points fC-rationnels d'une variete de type general n'est pas dense (pour 

1/^ ■ la topologie de Zariski). Un travail recent de L. Caporaso, J. Harris et B. Mazur |jl| montre 

que cette conjecture entraine I'existence d'une borne superieure universelle pour le nombre des 
points i^-rationnels d'une courbe lisse de genre fixe g > 1. L'ingredient geometrique principal 
dans leur travail est le suivant: si X ^ B est une famille de courbes de genre > 1, il existe n 

Q^ I tel que la puissance relative X'^ domine une variete de type general. 

Nous allons demontrer un resultat plus precis: 

o: 

1) . Theoreme 1 Supposons que la conjecture de Lang soit vraie. Soit K un corps des nombres et 

g > 1 un entier. II existe un nombre N{K, g) tel que si L est une extension de degre < 3 de K 

^' et C est une courbe lisse projective connexe, de genre g definie sur L on a 

a ' 

>' i^C{L)<N{K,g). 

X 

H ' Remarques. Le cas (i = 1 est traite dans ||l|. Nous ne donnerons la demonstration en 

detail que lorsque d = 2. Voir la remarque au debut de cette note pour le cas d = 3. 

On pent se demander s'il y a un enonce analogue avec "degre < 3" remplace par "degre 
< d", oil d est un entier quelconque. La question a ete posee par F. Hajir. 

Je tiens a remercier E. Izadi et J.-P. Serre de m'avoir aide a ameliorer la qualite de 
I'exposition et de la traduction frangaise de ce manuscrit. 

Preliminaires sur les families de courbes. Soit n : X ^ B une i^-famille de courbes, 
c'est a dire un morphisme projectif lisse de varietes sur K, dont les fibres sont des courbes 
geometriquement irreductibles. On ecrit: Yn = Sym?{X^)] soit B' C Sym'^B, posons Yn^B' = 
{Sym'^{X^))\B'- Solent L un corps quadratique sur K et a I'involution qui fixe K. Solent 
b G B{L), et Pi, . . . , P„ G Xb{L). On dispose d'un point ii'-rationnel y(Pi,...,p„) de F„: 

2/(P„...,P„) = {(Pl,...,Pn),(Pl,...,Pn)n- 

Terminologie: Une ii'- variete X est dite de Lang si Xj^ domine une variete de type general. 



Proposition 1 Suppsons que les fibres de X —>■ B soient de genre > 1, et soit B' C {B)"^ / S2 
une sous-variete. II existe un entier n > tel que Yn^s' soit une variete de Lang. 

Demonstration: Voir |jl|], chapitre 4-5: rargument de [|1| 5.1 et 5.2 montre qu'il suffit de 
considerer le cas suivant: soit X ^ B une fainille de variation maximale ayant une action d'un 
groupe fini G, on doit montrer que pour n assez grand, la variete Sym?{X'^)/G est de type 
general; ce qui est demontre dans |l| 4.3. 

[B. Hassett P] a demontre un resultat plus fort, en utilisant la theorie des surfaces stables 
de KoUar et Shepherd-Barron: une puissance relative assez grande d'une famille de surfaces de 
type general est une variete de Lang.] 

Vu la proposition 1, la conjecture de Lang dit que I'ensemble des points rationnels de Fn,s' 
n'est pas dense. Done nous devons controler les points d'une sous-variete D C l^n.B', qui possede 
un morphisme D -^ Yn~i de dimension relative < 1. La proposition suivante nous y aidera: 

Proposition 2 Soit f : D ^ Z une famille plate de dimension relative pure 1. Supposons 
que toute composante irreductible d'une fibre geometrique est de genre geometrique > 2. Alors, 
pour n assez grand, toute composante irreductible de D^ est une variete de Lang. 

Demonstration: Nous allons nous ramener au cas oil les fibres sont irreductibles, traite dans 
|jll|. On pent supposer K = K, D irreductible et normale, et on pent remplacer Z par un ouvert, 

de sorte qu'on pent supposer / lisse. Soit D —^ Z' -^ Z \a factorisation de Stein de /; les fibres 
de /' sont connexes. Si z E Z est un point general, posons D^ = Ui<j<cCj, oil les Ci sont 
les composantes connexes de D^. Soit M une composante connexe de D^ pour n quelconque. 
Au-dessus de z, la fibre de M est formee de n-tuples de points {Pj)^^^. Pour tout i il existe un 
ensemble d'indices Jj tel que pour j G Jj on a Pj G C,. Choisissons Jj de cardinal > n/c. Si n 
est assez grand, alors #Jj = rij Test aussi. Nous disposons d'un morphisme M -^ D^^ = D^\ 
L'image de M dans D^; est la sous-variete D^, des rij-tuples de points qui sont contenus dans 
la meme composante d'une fibre de /. D'apres |]I|, si n^ est assez grand D^, est une variete de 
Lang, done M Test aussi. 

Nous aurons besoin d'un resultat semblable a proposition 2, oil D n'est pas de dimension 
relative pure 1. Commencons par un lemme facile. 

Lemme 1 Soit D ^ Z un morphisme generiquement fini, et soit A„ la "grande diagonale" de 
D^ (des n-tuples des points tels que au moins deux entre eux sont egaux). Alors il existe un 
entier n tel que {D^ \ A„) — > Z n'est pas dominant. 

Demonstration: Si le degre generique de D ^ Z est au plus n — 1, alors chaque n-tuple des 
points dans une fibre generale contiens au moins deux points egaux. 

Proposition 3 Soit D ^ Z de dimension relative generique 1, tel que toute composante 
irreductible de dimension 1 d'une fibre generale est de genre geometrique au moins 2, et soit 
A„ la grande diagonale de D^. Alors pour n assez grand, toute composante irreductible de 
D^ \ A„ qui domine Z est une variete de Lang. 

Demonstration: Resulte de la proposition 2 et du lemme 1. 

Demonstration du theoreme. La base B de la famille des courbes que nous utiliserons 
est le schema de Hilbert qui parametrise les courbes lisses projectives connexes de genre g 



plongees par un systeme lineaire 3-canonique dans un espace projectif. La famille X est la 
courbe universelle au-dessus de B. Chaque courbe lisse projective connexe de genre g definie 
sur un corps de nombres L est isomorphe a une fibre au-dessus d'un point h G B{L). 

Notation: Soit m > n. Nous disons que y(Pi,...^p„) G Yn{K) est m-prolongeable s'il exist 
un corps L, [L : K] = 2, et une "prolongation" y(Pi,...,p^) G Ym{K) tel que pour 1 < i < m 
on ait Pi G X{L) \ X{K) et pour 1 < i 7^ j < n on ait Pj 7^ Pj. Nous notons E^!^ Fensemble 
des points m-prolongeable, et F^ = Ej^ I'adherence de Zariski de ii^™. 

Nous devons demontrer que FJ^ = pour m assez grand. 
Lemme 2 Pour tout n il existe m{n) tel que _p™(")+'^ = pm(n) pgy,^ j^ positif quelconque. 

Pour n fixe, les varietes F™ sont fermees decroissantes dans 1 'espace noetlierien y„. 
Notation: F„ = F™("). 

Lemme 3 Soit I C {1,2, ...,n'} un n-tuple. La projection ttj : Fn' -^ Fn est surjective. 

Demonstration: -ki^E^,) = E™. 

Nous disposons d'un morphisme naturel 7r„^fc : F„+fc — > (-F„+i)^^. Notons que T[n,k{E^+l. ) C 
{Fn+i)^p \ Afc, par definition. Alors le lemme 1, avec D = -F„+i et Z = F^ entraine le lemme 
suivant: 

Lemme 4 Soit y E Fn- La dimension de la fibre de -F„+i au-dessus de y est > 1 . 

Lemme 4bis: Soit y G -F„. La dimension de la fibre de Fn+k au-dessus de y est > k. 
Demonstration: Induction sur k et Lemme 4. 

Lemme 5 Supposons que la conjecture de Lang soit vraie. Soit y E Fn. Alors la dimension de 
la fibre de Fn+i au dessus de y est 2. 

Demonstration: Supposons qu'il existe une composante irreductible de Fn+i dont les fibres 
generales sont de dimension < 2. Le lemme 4 dit que les fibres sont de dimension 1, done la 
dimension relative de (F„+i)^ est k. De plus, le lemme 4bis entraine que la dimension relative 
de Fn+k est k aussi. Done il existe au moins une composante irreductile H^ de Fn+k qui domine 
une composante de {Fn+i)%^- Notons que, puisque (Pi, . . . , P„) est definie sur L mais pas sur 
K, la fibre geometrique au-dessus de y(p^^..,,p„) G Yn dans Yn+i est un produit de deux courbes 
de genre g. Done chaque courbe contenue dans cette fibre est de genre geometrique au moins 
g. La proposition 3, avec D = P„+i et Z = P„, entaine que pour k assez grand, la composante 
Hk de Fn+k est une variete de Lang. La conjecture de Lang entraine que I'ensemble des points 
rationnels de Hk n'est pas dense dans Hk pour k assez grand, mais Fn+k est definie comme 
I'adherence de Zariski de son ensemble de points rationnels. 

Lemme 5bis: Supposons que la conjecture de Lang soit vraie. Soit y E Fn. Alors la 
dimension de la fibre de Fn+k o,u desus de y est 2k. 

Lemme 6 Supposons que la conjecture de Lang soit vraie. II existe une sous-variete B' C 
5^/5*2 tel que pour k positif, si on ecrit / = {n + 1, . . . , n + A;} on a 7rj{Fn+k) = Yk^p' ■ 



Demonstration: Appliquons le lemme 5bis, et prenons B' egal a Timage de Fn+k dans B"^ / 82- 



Lemme 7 On a Fn = Yn.B' ■ 

Demonstration: Lemmes 3 et 6 (ou bien: prenons n=0 dans le lemme 6). 

Conclusion: La proposition 1 dit que pour k assez grand, Yk^B' = Fk est une variete de 
Lang. Par definition, I'ensemble des points rationnels de Fk est dense. Par la conjecture de 
Lang Fk est vide, et vu le lemme 3, F„ Test aussi. 

Remarque: Pour demontrer le cas des corps de degre (i = 3, on remplace Yn = Sym?{X^) 
par S'|/m^(Xg), et on montre comme ci-dessus que la dimension des fibres de F„+i -^ F„ est 
au moins 2. On doit montrer que la dimension est 3. Pour achever ce but, on pent appliquer 
le theoreme de Hassett sur les families de surfaces de type general, et demontrer que si la 
dimension des fibres est 2 et si fc est assez grand, Fn+k est une variete de Lang. 
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